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Über Reihenentwicklungen^ welche nach den Po-
tenzen eines gegebenen Polynoms fortschreiten,
und zu Coefficienten Polynome eines niedereren
Grades haben.
(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. «7. Jacobi initgetheilt durch C. W. Borchardt.)
1.
Lösung der Aufgabe nach der Methode der Entwicklungs- Coefficienten.
Wenn man eine Function von nach den Potenzen eines endlichen
Polynoms:
P = p+/>ia?+
entwickelt, so kann diese Entwicklung
(1.) a + a1P+o2J
wenn a, ccn a2, ... constante, nicht vieldeutige Coefficienten bedeuten, für
jeden gegebenen Werth von P nur für einen der n Werthe von gültig
sein, welche dem gegebenen Werthe von P entsprechen. Convergirt nämlich
die Reihe für einen gegebenen Werth P~b, so hat sie einen vollkommen
bestimmten Werth; die Function f(x) aber erhält, wenn man für die ver-
schiedenen Wurzeln der Gleichung P=b setzt, n verschiedene Werthe, und
es kann nur einer derselben mit dem Werthe der Reihe
a -j~ at b -j- a2&* -j-
übereinstimmen.
Wenn aber die Coefficienten keine Constanten, sondern Polynome des
(n— l)ten Grades von bedeuten, so kann die Gleichung (1.) für alle
n Werthe von gelten, welche demselben Werthe von P entsprechen.
Bezeichnet man in diesem Falle mit
3L, X^ JLz, . . . Xn^i ^
Polynome vom (n—l)ten Grade, so kann man der Reihe (1.) immer die Form
X8f+ZlS1+.«+X1_1e..1 = f(x)
geben, in welcher Ä, AI, . . . S„_i nach den Potenzen von JP fortschreitende
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Reihen mit constanten Coefficienten bedeuten, und es wird die Gleichung (1.)
f r alle Werthe von χ gelten, f r welche die Gr fse P solche Werthe er-
h lt, dafs die it Reihen S, St . , . convergiren.
Wenn die Function f(x) ebeufalls ein endliches Polynom ist, so wird
die Reihe (1.) immer abbrechen.
Man findet dann den Coefficienten a als Rest der Division von f(x)
durch Pf nennt man den Quotienten dieser Division f\(x}, so findet man a^
als Rest der Division von /i(ar) durch P, u. s. f.
Diese Methode, die Coefficienten a, cq, etc. zu bestimmen, ist aber
nicht mehr anwendbar, wenn f(x) nach den Potenzen von χ ms Unendliche
fortschreitet.
F r diesen Fall kann man den Coefficienten des allgemeinen Gliedes «,-,
wenn man die M glichkeit der Entwicklung (1.) voraussetzt, durch folgende
Betrachtungen finden.
Man dividire n mlich die Gleichung (1.)* in welcher f(x) eine nach
den ganzen positiven Potenzen von χ entwickelte Reihe bedeute, durch P**1,
und entwickle jeden Term des hierdurch erhaltenen Ausdrucks:
nach den absteigenden Potenzen von x, so erh lt man aus der Entwicklung
der Tenne
αί+ι + αζ·+2 /*+··· etc.
gar keine negativen Potenzen von x; die aus der Entwicklung von -^ ent-
stehenden negativen Potenzen von x beginnen von — , weil die Polynome
ιΛ>
a, aM etc. um einen Grad niedriger als P sein sollen; die aus der Ent-
wicklung von — Si hervorgehenden negativen Potenzen von x beginnen mit
1
 u s fj.n+1 ' U* b' *·
In dem Producte
in welchem der eine Factor f(x) nach den aufsteigenden, der andre
nach den absteigenden Potenzen von x entwickelt ist, kann daher das Aggre
gat derjenigen Terme, welche in
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multiplicirt sind, nur aus der Entwicklung eines einzigen Terms, des dem
Bruche -p— gleichen Ausdrucks (2.), n mlich des Terms ~9 hervorgehen,
weil, wie man gesehen hat, jeder Term ~±~ nur positive Potenzen von x,
und jeder Term ^=4 nur h here Potenzen von — als — giebtΡλ+κ χ χη
Wenn man demnach dieses Aggregat mi t :
Hc"^ ~ji^ ~ \ l ~ ~ r ^
bezeichnet, so hat man:
/Ό *\ ^ΐ ·**1 l ·**·2 l l ·**·*· \ i(_o.J -p- = —i.-j-—|.-j_ ... _j—-. _j etc.
-4 l
wo die auf —£ folgenden Glieder nur h here Potenzen von — als die nte
enthalten. Multiplicirt man daher den Theil der Entwicklung von
welcher nur die negativen Potenzen von χ enth lt mit P und beh lt in
dem Producte nur die positiven Potenzen von χ bei, so erh lt man den
gesuchten Coefficienten at. Denn dieser Theil der Entwicklung von
weicht, dem Vorstehenden zufolge, von der Entwicklung von ψ nur in den
Potenzen von — ab, welche h her als die nte sind, und diese geben mit P
«Z-
multiplicirt, keine positive Potenz von x.
Wenn F(x) eine Reihe ist, welche gleichzeitig positive und negative
Potenzen von χ enth lt, so kann man den blos die negativen Potenzen von χ
enthaltenden Theil dieser Reihe besonders darstellen. Derselbe wird n mlich,
wie ich in den Disquis. Analyt. de fractionibus simplicibus gezeigt habe, der
Coefficient von -j- in der Entwicklung des Bruchei:
P(h)
~7=T^
wenn man diese Entwicklung nach den aufsteigenden Potenzen von h, den
absteigenden von χ anstellt.
Hiernach wird fflr unsern Fall der Theil der Entwicklung von 4^9
welcher nur die negativen Potenzen von χ enth lt, der Coefficient von -r
14*
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in der Entwicklung des Bruches:
m
Um
 £ zu erhalten, hat man diesen Ausdruck, zufolge des im Vorste
henden Bewiesenen, mit P zu multipliciren, und im Producte:
P _ „/1 , h , A2 , A3 , \J=h — ^AT + ^ TTä-t-^-t-··· etcv
nur die positiven Potenzen von x, die Constante mit eingeschlossen, beizu
behalten. Wenn man:
Pn = Pn
setzt, so folgt hieraus, dafs «£ der Coefficient von -j- in der Entwicklung von
{P,-f P2Ä+ P3Ä2+ .»-f P„hn-1} T + T ist- Giebt man demnach dem Poly-
nome (n — l)ten Grades, welchem der gesuchte Coefficient «f gleich ist, die
Form:
wo /5 ), y^0, . . . ß^ Constanten sind, so wird $° der Coefficient von -TJ in
der Entwicklung von
f(h)
\P(h)\i+1
oder, wenn man iff für h schreibt gleich dem Coef'ficienten von —j in der
«37
Entwicklung des Bruchs
Wenn f(x} eine unendliche Reihe ist, so wird /"(^O-p+r e^n Product,
dessen einer Factor nach den positiven, der andre nach den negativen Poten-
zen von in's Unendliche fortschreitet, und daher jeder Coefficient dieses
Productes ebenfalls eine unendliche Reihe. Man kanfa aber, wenn man die
Factorenzerfällung von P kennt, die Coefficienten der negativen Potenzen in
diesem Producte oder die Gröfsen ß(^ auf folgende Art durch einen endlichen
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Ausdruck darstellen. Zufolge der von mir in den angeführten Untersuchungen
über Partialbrüche gegebenen Sätze wird nämlich der Theil der Entwicklung
f(jc)
von 4^+r^ welcher blofs die negativen Potenzen von enthält, der Coeffi-
cient von -r in der Entwicklung der Summe:
(x— # t— A ) '
wenn man diese Summe über alle Wurzeln x^ der Gleichung P — 0 ausdehnt,
und die Entwicklung nach den aufsteigenden Potenzen von A, den absteigen-
iden von anstellt *). Es wird daher der Coefficient von —p in der Ent-
., x
k
F(jc) (i) lWicklung von —^ oder die Gröfse ß\ gleich dem Coefficienten von -r- in
der Entwicklung von
Setzt man P = pn(x — x^)(x — a?2). . .(a? — a?n), so wird ß[l) gleich
dem Coefficienten von k1 in der Entwicklung von
oder
ß? = i
wo man während der Differentiationen nach einer der Gröfsen x^ , ..., ?
immer die ändern sämmtlich als constant anzusehen hat.
§. 2.
Lösung der Aufgabe mittelst der Lagranyeschen Reihe.
Man kann zu diesen Resultaten auch durch folgende Betrachtungen mit
Hülfe der Lagranffeschen Reihe gelangen.
Wenn man das Polynom
*) Aehnliche Sätze hat Hr. Caucky fast um dieselbe Zeit in seinen Exercices
<fAnalyse aufgestellt, und ihnen eine sehr grofse Entwicklung gegeben, so dafs er es
für nöthig gehalten hat, dafür neue Benennungen und Zeichen einzuführen, und daraus
einen eignen Calcul zu machen, den er Calcul des Residus nennt.
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setzt, so erhält die vorgelegte Entwicklung von f(x} die Form einer ganzen
Function von vom (n — l)ten Grade, deren Coefficienten nach den ganzen,
positiven Potenzen von aufsteigende Reihen sind. Das Eigentümliche dieser
Entwicklung besteht darin, dafs sie gültig bleiben soll, wenn man für denselben
Werth von für die Gröfse jede Wurzel der Gleichung P = setzt.
Bezeichnet man daher die n Wurzeln der Gleichung P = mit:
so erfordert die hier vorgelegte Aufgabe, zuerst eine ganze Function von
vom (n— l)ten Grade zu bestimmen, welche, wenn man für nach einander
die Werthe X^ X^ ... Xn setzt, respective die Werthe
annimmt; die Coefficienten dieser Function, welche auf bekannte Art durch
die Gröfsen
X„ X2, . . . Xn, f(X,\ /tu), . . . f(Xn]
ausgedrückt werden, sind dann mittelst der Gleichung ·= nach den ganzen
positiven Potenzen von zu entwickeln, was, wie ich zeigen will, mit Hülfe
des Lagrangescben Lehrsatzes geschehen kann.
Aus der Gleichung
folgt:
Setzt man P'(x} = 4—, so wird
Mittelst dieser und der ähnlich gebildeten Gleichungen kann die bekannte
Lagrangescke Formel, durch welche eine ganze Function vom (n— l)ten
Grade ausgedrückt wird, welche für a? = JT19 - "2, ... Xn respective die Werthe
annimmt,
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(.r— ΛΓ,ΗΤ— ΛΓ,) ... (x—X„)
(ΛΓ,-ΛΓ,) (ΑΓ,-ΛΓ.) . . . (.*,— ΛΓ.)
2_ ΛΓ,ΧΛΓ,-ΑΓ,) ... (AT, -A,)
folgendermafsen dargestellt werden:
| ι ,τ
 Ρ(ΛΓι) -ι- --t- P(Xn
Die n Summen rechter Hand hat man nach den ganzen positiven Potenzen
von γ zu entwickeln. Der Coefficient von γ1 in der Entwicklung der Summe:
| t |
"t" "r
ist die im ersten §. mit ^ bezeichnete Gr fse.
Setzt man
und bezeichnet man mit Υ ι die Summe:
so erh lt der obige Ausdruck, durch welchen f(x} dargestellt worden ist, die
einfachere Form:
Es wird daher /3*° der Coefficient von γ1 in der Entwicklung von
man erh lt ^\ wenn man den Coefficienten von yH1 in der Entwicklung
von F* mit i~\-\ multiplicirt.
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Um jeden der einzelnen Terme
deren Aggregat mit YK bezeichnet worden ist, nach den ganzen positiven
Potenzen von y entwickeln zu können, mufs man, wenn man hierzu den La-
grangeschen Lehrsatz benutzen will, die Gleichung P—y auf verschiedene
Arten auf die von Lagrange zu Grunde gelegte Form:
 }
t * ·» ··· *J ' l
bringen. Die Lagrangesche Entwicklung bezieht sich nämlich auf diejenige
Wurzel dieser Gleichung, welche für y = 0 den Werth a erhält oder einen
solchen Werth, für welchen nicht zugleich die Function ( ) unendlich wird.
Setzt man
jrj / \ t \ f \
so reduziren sich die Wurzeln der Gleichung P—y für y = 0 auf x^ <zv>, ... xn,
und ich will Xm diejenige nennen, welche für y = 0 den Werth xm erhält.
Um eine auf diese Wurzel Xm bezügliche Entwicklung mittelst des Lagrange-
sehen Lehrsatzes zu erhalten; mufs man der obigen Bemerkung zufolge die
Gleichung P = y folgendermafsen darstellen:
so dafs für die verschiedenen Wurzeln X^ J¥"2, . .. Xn die Gröfse in der
Lagrangeschen Gleichung respective die Werthe a?19 2·> · · · #„ erhält, und
für <f(x] die Functionen
p * * T*^' ' · · p~
zu setzen sind.
Die Lagrangesche Reihe giebt, wenn - ( } eine beliebige Function
von x und '( ) = ' ist,
,
 r
g^J -f etc.
Setzt man hierin:
* s= ( ] = f#k~lf(&) dx
so erhält man
k
""
lfa(cpa)t , ^dzak^ifa(fpa)B ,
-LVSLL + y^
 g ^J/ ; +etc.
Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated
Download Date | 5/24/15 2:11 PM
2. C. G. J.Jacobi, Eniwickl. nach den Potenzen eines ganzen Polynoms. Hl
Setzt man in der Reihe rechts vom Gleichheitszeichen:
lα = x1 , φχ = — -(l ? V pn(x — J C < i z . . . n
so erh lt man die Entwicklung von i/>(-Xi) und auf hnliche Art die Ent-
wicklung von ^>(-ST2), V/(i3) · . '. ψ(Χη). Die Summe aller auf diese Art
erhaltenen Reihen giebt die Entwicklung von F" . Multiplicirt man den Coef-
ficienten von y* in dieser letzteren mit i-fl , s° erh lt man:
' * ~ 1.2.3. ..ι.άτ'; '
wenn man w hrend der Differentiation nach x\ die Gr fsen a?2, α·3, . . . arn
als constant betrachtet, und die Summation noch auf die n — l ndern Aus-
dr cke erstreckt., die aus dem unter dem Summenzeichen befindlichen durch
Vertauschung von x± mit #29 ϋ?3, ... xn erhalten werden, welches das im
ersten §. gefundene Resultat ist.
Hat P den Factor (x — x^f und ist durch keine h here Potenz von
χ — ΧΊ theilbar, so erhalten f r γ — 0 gleichzeitig μ Wurzeln der Gleichung
P = y den Werth x\. Bezeichnet man diese Wurzeln mit:
AM ^2^ · · · -X«>
so mufs man, um durch den Z^r w^schen Lehrsatz die Summe
nach den ganzen positiven Potenzen von γ zu entwickeln, aus der Gleichung
P=:y durch Ausziehung der μίβη Wurzel die Gleichung
l
X\ X -j j ! - U
j» , f{( · — jr t)(jr— Λ·8) ... (χ — χη)\μ
ableiten, welche f r die verschiedenen Werthe der ^ten Wurzel μ verschie-
1
dene Gleichungen von der Form α~χ-\-γμ <px = Q giebt, welche sich auf
die verschiedenen Wurzeln Xl^ X2, ... Χμ beziehen.
Der Lagrangesche Lehrsatz giebt die Entwicklung einer beliebigen
Function von jeder dieser Wurzeln nach den ganzen positiven Potenzen vonj
γμ und man erh lt aus einer dieses Entwicklungen s mmtliche μ, wenn man
.L
f r γμ seine μ Werthe setzt. Die Entwicklung der Summe:
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erhält man daher vermöge der bekannten Eigenschaften der Wurzeln der Ein-
heit, wenn man in der Entwicklung einer der Functionen ( ^ etc. die ge-
brochenen Potenzen von fortläfst und die ganzen Potenzen von mit
multipliciri. Der Coefficient von yi+l in der Entwicklung dieser Summe, mit
i-j-1 multiplicirt, wird daher
1.2...
was mit dem im ersten §. gegebenen Resultate übereinstimmt. Wenn die
Function f ( x ) vieldeutig ist, so kann man willkürlich darüber bestimmen, wel-
chen ihrer verschiedenen Werthe sie für jede der Wurzeln der Gleichung
JP = 0 annehmen soll, und für jede dieser Annahmen werden die Coefficienten
«7; der polynomischen Entwicklung verschieden. Wenn v die Zahl der Werthe
ist, die f ( x ) für einen gegebenen Werth von annehmen kann, so erhält
man so den verschiedenen möglichen Annahmen entsprechend vn verschiedene
Entwicklungen,
§. 3.
Anwendung auf rationale gebrochene Functionen.
Wenn die Function, welche nach den Potenzen eines Polynoms P ent-
wickelt werden soll, eine rationale Function ist, so werden die Gröfsen ß^
rationale symmetrische Functionen der Wurzeln der Gleichung P = 0, und
können daher durch die Coefficienten des Polynoms P rational dargestellt
werden, so dafs es in diesem Falle der Factorenzerfällung von P nicht bedarf.
Man kann aber in diesem Falle die vorgelegte Entwicklung auch durch die
folgende, ganz verschiedene Methode erhalten.
Es sei die zu entwickelnde Function
— s= f(x}
wo U und V ganze rationale Functionen von sind. Jede dieser Functionen
stelle man durch endliche, nach den Potenzen von P fortschreitende Aus-
drücke dar, '
j p^JL ... —: JJ
P2 l l/
-p ··· :==z v>
in welchen die Coefficienten f70, Uit) ... etc.; F0, F1? ... etc. Polynome
von niedererem Grade als P sind. Es seien M und N zwei andere ganze
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rationale Functionen von von der Beschaffenheit, dafs
MV—NP = 1.
Diese Functionen M und N können durch die Methode der unbestimmten
Coefficienten oder durch die Verwandlung des Bruches -p- in einen Ketten-
bruch gefunden werden.
Wenn die Factorenzerfällung von P gegeben ist, findet man M auchj *
dadurch, dafs man ^ in Partialbrüche zerfällt, und alle Partialbrüche, welche
aus den Factoren von P hervorgehen, in einen Bruch vereinigt. Der Zähler
dieses Bruches wird die Function M. Man hat daher, wenn man die Werthe
von V für o? = ;r1, #2, ... o?„, mit
V V VV 1 9 Y 2 · · · *
 n
bezeichnet,
i , l lM = P
Hat man auf irgend eine Weise die Function M vom (n — l)ten Grade be-
stimmt, so bringe man die Producte MU und MV auf die Form:
in welcher die sämmtlichen Coefficienten ti(), 19 ?/2, ... etc., / , #2, ··· etc.
Polynome von niedererem Grade als P sind. Der zu entwickelnde Bruch wird
dann :
,1*+ -..etc. _ J7
1
- - — etc. ~ V
Entwickelt man den Ausdruck links nach den Potenzen von P, so werden
die Coefficienten ganze rationale Functionen von w0, ul etc., t?19 t?2 etc., welche
man wieder als Aggregate von Potenzen von P, die in Polynome niedereren
Grades multiplicirt sind, darstellen kann, wodurch man die verlangte Entwick-
lung erhält.
Man kann aber auch bei der Bildung der Coefficienten dieser Ent-
wicklung ein recurrirendes Verfahren befolgen. Ist die gesuchte Entwicklung
wo /o, fn etc. Polynome (n — l)ten Grades sind, und kennt man bereits die
Coefficienten /o, /i, ... fi9 so findet man aus ihnen den unmittelbar folgenden
15*
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fi+1. Ist nämlich «m?Jt der Rest und b„hli der Quotient der Division von fm.vk
durch P, so dafs
fm.vk = am9i+bm,iP,
so sind die Functionen
gegeben, wenn die Coefficienten /J,, /i, ... /} bereits bekannt sind, und man
findet aus ihnen
 Aden nächst folgenden Coefficienten
/H-! = Vi+l — K' ! -j- 0Z_1? 2 + Hj_2, 3 4- ' ' ' + *0, f+i}
H*^l+**-V^Wf •••iAi}·
Mittelst dieser Formel kann man aus dem ersten Coefficienten f() = ti0 die
übrigen finden.
Wenn P und V einen gemeinschaftlichen Factor haben, kann die
Gleichung
MV-NP = i
nicht erfüllt werden, und es kann in der That dann auch die verlangte Ent-
wicklung nicht Statt haben.
Die Aufgabe, einen rationalen Bruch in eine nach den Potenzen eines
Polynoms fortschreitende Reihe zu entwickeln, deren Coefficienten Polynome
niedereren Grades sind, findet eine Anwendung, wenn man einen Bruch:
L
in welchem L·, P, Q, R . . . ganze rationale Functionen sind, in eine ganze
Function und in andre Brüche zerlegen will, welche die Potenzen von P, Q,
R etc. bis zur iten, Aten, /ten etc. zu Nennern und Zähler von respective
niedererer Ordnung als P, Q, R etc. haben. Man erhält nämlich die aus dem
Factor P1 hervorgehenden Brüche, wenn man die rationale Function
L
in der im Vorigen auseinandergesetzten Weise in eine nach den Potenzen
von P aufsteigende Reihe entwickelt, deren Coefficienten von niedererem Grade
als P sind, diese Entwicklung aber nur bis zur (i— l)ten Potenz von P fort-
setzt, und durch P1 dividirt. Verfährt man ebenso in Bezug auf Q, R etc.,
so ist das auf diese Weise erhaltene Aggregat von Brüchen dem vorgelegten
Bruche gleich, oder, wenn der Zähler des vorgelegten Bruches von höherem
Grade als der Nenner ist, von demselben nur um eine ganze Function ver-
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schieden, welche der Quotient der Division des Zählers L durch den Nenner
PlQkRl... ist Ist U der Rest dieser Division, so werden die Brüche, in
welche der vorgelegte Bruch zerlegt wird, dieselben, wenn man statt des
Zählers L· den einfacheren L· setzt.
Man kann hiervon bei der Integration der rationalen Functionen Ge-
brauch machen, wenn der Nenner imaginäre lineare Factoren hat und man,
um die imaginären Gröfsen zu vermeiden, die reellen trinomischen Factoren
und ihre Potenzen zu Nennern der Partialbrüche nimmt
§. 4.
Anwendung auf gebrochene Potenzen rationaler Functionen.
Ich will jetzt die im Vorigen gegebene Methode auf die Entwicklung
einer gebrochenen Potenz einer rationalen Function anwenden. Wie man zu-
folge einer oben gemachten Bemerkung voraussehen kann, wird dies nicht
möglich sein, ohne die Wurzeln der Gleichung P = Q zu kennen, indem die
Entwicklung nur dann bestimmt ist, wenn man festgesetzt hat, welchen ihrer
Werthe die zu entwickelnde irrationale Gröfse für jede der verschiedenen
Wurzeln der Gleichung P = 0 annehmen soll.
Um der Aufgabe sogleich eine gröfsere Allgemeinheit zu geben, werde
ich annehmen, die zu entwickelnde irrationale Function habe die Form:f-
WO
U, ü,, U2 . . .; V, Ft, F2 . . .
ganze rationale Functionen, und
v, m, 0i19 r/i2 . . .; a, «19 «2 . . .; ß, ß^ ß2 . . .
ganze positive Zahlen und aufserdem a,
 19 a2 . . . kleiner als v sein sollen.
Man suche eine ganze rationale Function M. vom (n—\}ten Grade, welche
einer Gleichung von der Form:
Mv ET 7 1 U? ... F^Ff1 F2A ... = 1-NP
genügt, wo N ebenfalls eine ganze rationale Function sein soll und P
das gegebene Polynom ist, nach dessen Potenzen die Entwicklung ange-
stellt werden soll. Vermittelst der vorstehenden Gleichung sind die Werthe
der Function M für die n Wurzeln der Gleichung P = 0 gegeben, und da
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diese Function den (n — l)ten Grad nicht übersteigen soll, ist sie durch diese
Werthe bestimmt, oder hat nur diejenige Unbestimmtheit, die aus der Wahl
der Werthe hervorgeht, welche die gegebene irrationale Function für die ver-
schiedenen Wurzeln der Gleichung P = 0 annehmen kann. Umgekehrt ge-
nügt jede der so bestimmten Functionen M, deren Anzahl vn ist, einer Glei-
chung der angegebenen Art. Denn wenn die Function M auf die angegebene
Art bestimmt ist, so verschwindet die ganze rationale Function:
i—MvUaU?i U? . . . F^Ff1 * . . .
für jede der Wurzeln der Gleichung jP = 0, und ist daher durch P theilbar,
oder sie erhält die Form NP, wo N eine ganze rationale Function ist, wie
verlangt wird. Bei dieser Bestimmung von M wird nur vorausgesetzt, dafs
die ganzen Functionen U, 719 ... F, F19 ... mit P keinen gemeinschaft-
lichen Factor haben, welches die Bedingung ist, unter welcher allein die ver-
langte Entwicklung Statt haben kann.
Hat man die Function M gefunden, so kann man die gegebene irratio-
nale Function auf die Form:
MUmU^U^... _
- )
bringen, in welcher sie sich nun ohne weitere Schwierigkeit auf die verlangte
Art entwickeln läfst. Stellt man nämlich den Zähler des vorstehenden Bruches
und die Function N wieder als Aggregate von Potenzen von P dar, welche
in Polynome (n— l)ten Grades multiplicirt sind, so erhält f'(x) die Form:
V(i— i\P— v2P* ---- etc.)
wo ti0, ti19 ..., #!, t?2, ... ganze Functionen (w — l)len Grades sind. Ent-
wickelt man diesen Ausdruck nach den Potenzen von P, so werden die Coef-
ficienten ganze rationale Functionen von n0, w l9 ... ^, ?2, ..., welche man
wieder als Aggregate von Potenzen von P, welche in Polynome (n— l)ten
Grades multiplicirt sind, darzustellen hat, wodurch man schliefslich die verlangte
Entwicklung erhält.
Wenn P einen Factor (x — x\Y hat, so kann man mittelst der Glei-
chung, durch welche M bestimmt wird, für = x± nicht blofs den Werth
von M selber, sondern auch die Werthe seiner ersten — l Differenzialquo-
tienten bestimmen. Man kann daher immer die Partialbrüche angeben, in
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M
welche sich der Bruch -p- zerfallen l fst, und erh lt dann durch Multiplication
mit P die Function M selbst.
§. 5.
Anwendung auf irrationale Functionen im Allgemeinen.
Man kann durch die im Vorigen angewandte Methode auch allgemein
jede algebraische Function von χ in eine nach den Potenzen eines Polynoms
P fortschreitende Reihe entwickeln, deren Coefficienten Polynome niedereren
Grades sind.
Es sei ζ durch eine algebraische Gleichung φ(χ, ζ) = 0 gegeben.,
deren Coefficienten ganze rationale Functionen von χ sind. Man soll ζ in
eine Reihe
α-j-ciiP-f «2P2-fetc. = ζ
entwickeln, in welcher a, c^, etc. ganze Functionen von χ vom (n — t)ten
Grade sind, und welche so beschaffen ist, dafs sie immer gleichzeitig f r alle
n Werthe von χ g ltig ist, f r welche P einen gegebenen Werth erh lt.
Wenn P verschwindet, welches geschieht, wenn man der Gr fse χ die Werthe
•^19 *^ *2 ·) · * · K n
giebt, so wird ζ respective eine Wurzel der Gleichungen
φ(α?η^) = 0, φ(#2,£) = 0, . . . φ(χη, ζ} = 0.
Es steht ganz in unserm Belieben zu bestimmen, welcher Wurzel ζ jedesmal
gleich werden soll. Nennt man £19 £2, ... ζη beliebige Wurzeln dieser ver-
schiedenen Gleichungen, so dafs ££ eine beliebige Wurzel der Gleichung
φΟ^-,ζ) —Ο ist, so kann die gesuchte Entwicklung von ζ so bestimmt wer-
den, dafs sie die Werthe £19 £2, ... ζη erh lt, wenn χ die Werthe x^ o?2,
... xn annimmt, wobei wieder, wenn die Gleichung φ = 0 in Bezug auf ζ
vom ^ten Grade ist, vn Combinationen Statt finden k nnen, welche verschie-
dene Entwicklungen geben, die immer anderen Werthen der algebraischen
Function entsprechen. Die hier zu findende Entwicklung wird f r die der
Gr fse χ^ benachbarten Werthe von χ die der Gr fse £A benachbarten Werthe
von ζβ f r die der Gr fse x2 benachbarten Werthe von χ die der Gr fse £2
benachbarten Werthe von ζ u. s. f. darstellen. Man kann dieselbe auf folgende
Art erhalten. Φ
Es sei α eine ganze rationale Function von χ vom (n—l)ten Grade,
welche, wenn χ die Werthe #n #2,... xn annimmt, die Werthe £M £2* ··· £*
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erh lt. Substituirt man in φ(#,ζ) f r ζ die Function a, so wird die Function
<p(x, a), die man erh lt, immer durch P theilbar. Denn zufolge der gemachten
Voraussetzungen verschwinden die Gr fsen:
^(^nSl)i 9 (#2 1 £2), · ' · φ(Βη,ζη)
und da a, wenn χ die Werthe x\, #2, . . . x„ annimmt, gleichzeitig die
Werthe ξΊ, £2, ··· £» erh lt, so verschwindet auch 9 (A·, α) f r alle diese
Werthe von x, und ist daher durch:
(X — X^ (X — X2)...(X — #n) = P
theilbar. Man setze jetzt
ζ = «-{-*,
so verwandelt sich die Gleichung φ(#, ζ) == 0 in eine andre von der Form:
AP -^A^ + A^ + A^ -\-elc. = °*
in welcher A, A^ J2, etc. endliche ganze Functionen von # sind. Wenn
man die beiden ganzen Functionen K und Bt sucht, welche der Gleichung:
ΚΑ,-Β,Ρ = l
gen gen, so erh lt diese Gleichung durch Multiplication mit K die Form :
P+(14-
 1P)^4- 2^+J»3^3-fetc. = 0.
Durch Umkehrung erh lt man hieraus :
wo C\, C2 etc, ganze rationale Functionen von l?, JBlr JB2, etc. und daher
auch ganze rationale Functionen von χ sind, worunter ich immer nur solche
Functionen verstehe, in denen χ auf einen endlichen Grad steigt. Man kann
eine solche Reihe leicht in eine andre
ζ - a = % = AP+ />2P2 -f Z>3P3 + etc.
verwandeln, in welcher JD,, 1?2 etc. von niedererem Grade als P sind. In
s mmtlichen hier betrachteten ganzen Functionen und auch in den zuletzt er-
haltenen /?!, D2 etc. sind die constanten Coefficienten rationale Ausdr cke
der in den Functionen P, φ(χ,ζ) und a enthaltenen Constanten. Die Be-
stimmung der Function Βλ setzt voraus, dafs AL oder der Werth von ·—£ f r
ζ = α mit P keinen gemeinschaftlichen Factor habe, welche Bedingung darauf
hinauskommt, dafs, wenn man in der Gleichung φ(#*,£) = 0 f r χ die Wur-
zeln der Gleichung P = 0 setzt, f r keinen dieser Werthe von χ die
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chungen φ(#, £) — 0, zwei gleiche Wurzeln ζ erhalten. Hat P den Factor
(x — χ^μ so mufs nicht blofs a f r χ — χλ den Werth einer Wurzel ζ er-
halten, sondern es m ssen auch die ersten μ— l Differentialquotienten von a
den diesem Werthe entsprechenden Differentialquotienten -7-, -~^ ··. - — ~
gleich werden, wodurch a in allen F llen bestimmt wird.
§. 6.
Anwendung auf logarithmische Functionen, exponentielle Functionen und Potenzen
von beliebigem Exponenten.
Die hier gebrauchte Methode bleibt anwendbar, wenn die als endliche
ganze Functionen von χ eingef hrten Ausdr cke solche unendliche Reihen
sind, welche in der angegebenen Art nach ganzen positiven Potenzen von P
fortschreiten und ganze rationale Functionen von χ zu Coefficienten haben.
So kann die hier f r die Entwicklung einer algebraischen Function gegebene
Methode auch angewandt werden, wenn die zwischen χ und ζ gegebene Glei-
chung die Form
2
- - etc. in inf. = 0
hat, wo φ, φι etc. ganze rationale Functionen von χ und ζ sind. Auch f r
diesen Fall werden die Constanten, welche in den gesuchten Entwicklungs-
coefficienten (n— l}ten Grades enthalten sind, durch die Constanten des ersten
Entwicklungscoefficienten a rational ausgedruckt werden. Dagegen h rt im
Allgemeinen die Anwendbarkeit der im vorigen §. f r die Entwicklung alge-
braischer Functionen gegebenen Methode auf, wenn es sich um die Entwick-
lung von transcendenten Functionen handelt. Man wird aber in vielen F llen
durch ein andres recurrirendes Verfahren aus dem ersten Gliede der Ent-
wicklung alle Polynome nach einander durch algebraische Operationen ableiten
k nnen, so dafs auch in diesen wieder die Constanten rationale Functionen
der in dem ersten enthaltenen werden.
Um hiervon ein Beispiel zu geben, will ich die Aufgabe stellen, den
Ltogarlthmus eines gegebenen endlichen oder unendlichen Ausdrucks
e-f-aiP+HjP'-f-HaP'-f etc.
in welchem a, an etc. Polynome niedereren Grades als P sind in eine hnliche
Reihe zu entwickeln. Es sei diese Reihe
α-f «xP-f ceaP2 + «3P3-j-etc. = logCrj + aiP+OaP' + ^ P' + etc.),
Journal f. d. M. Bd. LII1. Heft 2. 16
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so erh lt man durch Differentiation:
(1.) «' + iP4XP2-f«;P3-f etc.
-j-!»'(«!+2«2P+3«3P2+ etc.)
= {α + β1Ρ+βΙ1»2-{-αϊΡ'+etc.}
|«' + «iP+ «i P2 -t- «S P3 -f etc.
X l ι η,, , «.. η , ».. «2 , ^j,
wo durch den obern Accent der nach χ genommene Differentialquotient be-
zeichnet wird. Es sei
(2.) OiP'^b^CtP; aiP' = i-\-yiPt
wo b{, i die Reste der Division von tyP', a* P', durch P und Q, γ} die
respectiven Quotienten bedeuten; es sei ferner
(3.) «! + *V|- (t + l)
 l+1 = V «i ftpi-f (i + IJ +i = *,·.
Da die Functionen at gegeben sind, so sind auch die Functionen e{ gegebene
Polynome vorn (n — l)ten Grade. Durch Substitution der Gleichungen (2.)
und (3.) verwandelt sich die Gleichung (1.) in die folgende:
(4.) e +
Setzt man
(5.) ωι + α^Μ +Λ2^-2 H ----- h1».'« =
wo ·^ und ^ ganze Functionen vom (n — l)ten und (n — 2)ten Grade sind,
so giebt die Gleichung (4.) zwischen diesen unbekannten Functionen die
Relation
(6.) et = τ?;_1+ζ.
Ich will jetzt annehmen, dafs die Entwicklungscoefficienten α, «19 ... a^ be-
reits bekannt sind. Man kennt dann auch verm ge (S.)^ (3.) die Functionen
€, e19 ... eM und verm ge (5.) die Function η^. Es ist daher durch die
vorstehende Gleichung (6.) auch ζ,: gegeben; verm ge (2.) ist auch yf ge-
geben. Setzt man daher:
(7.) β(αί + ^ί) + Λιβί-ι4·β2«ι-β+ ···+«*« — & = #;,
so ist auch ^ gegeben. Die Gleichungen (3.), (5.) und (7.) geben
(8.) (i+De H+di = 17, P
oder, wenn man den Werth
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substituirt,
(9.) {
Setzt man in dieser Gleichung
(10.) aP' = Q+f.P,
wo (? den Rest der Division von aPf durch P, /* den Quotienten dieser Di-
vision bedeutet, so verwandelt sie sich in die folgende:
(11.) ki+1.P-(i + i}a^.Q = #,..
In dieser Gleichung sind die ganzen Functionen P, Q, #?: gegeben, die ganzen
Functionen Ai+1 und a{+1 unbekannt, von denen die letztere der auf die ge-
gebenen zun chst folgende Entwicklungscoefficient ist. Um denselben aus der
Gleichung (H.) zu bestimmen, sucht man ein f r allemal nach den bekannten
Vorschriften die beiden Functionen K und L vom (n — l)ten Grade, f r welche
KP-LQ = l
ist. Nach gleichfalls bekannten Regeln wird dann (i-f 1)αί+1 der Rest der
Division von L&i durch P.
Auf diese Weise kann man aus α nach und nach alle folgenden Coef-
ficienten «19 «2, etc, finden.
Als zweites Beispiel soll die Entwicklung einer Function dienen, deren
Logarithmus gegeben ist. Sind a, a^ etc. gegebene ganze Functionen (n — l)ten
Grades, und setzt man
^α+α,Ρ+α,ΡΗ-etc.
 = α -f~- ^  P-f CX2 P* + 6tC. ,
wo a, ccx, etc. wieder ganze Functionen (n — l)ten Grades sein sollen, so
kann* man aus a die brigen Coefficienten «19 cc2^ etc. finden. Man kann
n mlich allgemein, wenn a, ait) . . . a{ gegeben sind, den n chst h heren
Coefficienten cc/:+1 folgendermafsen bestimmen.
Bedient man sich der Bezeichungen (2.) und (3.), so hat man die
Gleichung
(e0+^P+^2P2 + etc.)(a-f c^P-f a2P2-f-etc.) = e + ^P-j-^P'-f-etc.
Kennt man a, αλ^ ... a{ und also auch ε, €19 ... «z_!, so giebt diese Glei-
chung «; und daher wegen (3.) auch /?,·+!, wodurch man mittelst (2.) auch
cc/+1 erhalten kann. Kennt man n mlich die beiden Functionen M und N
vom (i* — l)ten und (n — 2)ten Grade, f r welche
MP'-NP = l,
so wird αί+1 der Rest der Division von M/?,-+1 durch P.
16*
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Dieselben Betrachtungen lassen sich auf die Entwicklung einer belie-
bigen Potenz anwenden, wobei ich der Kürze wegen wieder von den obigen
Bezeichnungen Gebrauch machen will. Für irgend einen Exponenten k sei:
(n + HiP-f 02P2-|-etc·)* = « + c^P-j-^P'-f etc.,
so erhält man:
Kennt man a> «19 ... «/, so giebt diese Gleichung den Werth von 9 woraus
man mittelst (7.) den Werth von #,· un^ dann wieder, wie im ersten Bei-
spiel mittelst der Function L den Werth von (i-fl)«i+i als Rest der Divi-
sion von L&i durch P findet.
7.
Anwendung auf den Fall einer durch eine Quadratur definirten Function.
Die im Vorstehenden angewandte Methode beruht auf der Benutzung
der Differentialgleichung erster Ordnung, welcher die zu entwickelnde Function
Genüge leistet. Dieselbe Methode kann in allen Fällen angewandt werden,
in welchen man, bei den gewöhnlichen nach den Potenzen von fortschrei-
tenden Reihen durch eine Differentialgleichung, welcher sie genügen, lineare
Relationen zwischen ihren Coefficienten erhält. Betrachtet man den einfach-
sten Fall, in welchem eine Reihe von der gegebenen Art zu integriren ist,
und das Integral wieder auf dieselbe Form gebracht werden soll, so kann
man jeden Term derselben auf den unmittelbar vorhergehenden zurückführen,
so dafs man, wenn der erste Term gegeben ist, nach und nach alle übrigen
finden kann. Der erste Term des gesuchten Integrals mufs aber durch andere
Betrachtungen gefunden werden.
Es sei nämlich:
Sind wieder a?M j?2, ... xn die Wurzeln der Gleichung P = 0 und ist x()
die untere Gränze, von welcher an das Integral genommen werden soll, so
ist A als eine Function des (n — l)ten Grades zu bestimmen, welche für
07 = 0?!, a?2, ... xn respective die Werthe
erhält. Es sei B i der Rest der Division von 4/P' durch P und C/ der
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Quotient dieser Division, so dafs
AtP' =
Man hat dann
Kennt man daher A{ und den Quotienten (7Z- der Division von AtP' durch P,
so ist durch die vorstehende Formel auch Bi+1 gegeben. Man hat dann auf die
bekannte Art zwei ganze Functionen Ai+1 und Ci+1, respective vom (n — l)ten
und (n — 2)ten Grade, von der Beschaffenheit zu suchen, dafs
Ai+iP'-Ci+1P = B;+1.
Man findet diese Functionen mittelst der beiden Hülfsfunctionen M und N
vom (n— l)ten und (n — 2)ten Grade, welche der Gleichung
MP' — NP = l
genügen , als die Reste der Division von MBi+1 durch P und von NBi+l
durch P'. Es werden daher, wenn man At und Ct kennt, die Functionen
Ai+i und Ci+1 respective die Reste der Division
von 7--Jf(«i — Af — iCi) durch P und
von * JVCo,. — JS — iCi) durch P1.
Auf diese Weise kann man aus nach und nach alle folgenden Coefficienten
AU A2, etc. finden. *)
*) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dafs, wenn man das Product zweier den
(n — l)ten Grad nicht übersteigenden Functionen Fund G durch eine Function /iten Grades
zu dividiren hat, es vortheilhaft sein kann, dem einen Factor die Form
f(Pi+P**+--'+P»*n-l) + fi(P*+P*x+-^
zu geben, in welcher f, f\, ... /'„_i Constanten bedeuten. Man kann dann nämlich den
Rest und den Quotienten der Division unmittelbar hinschreiben. Um die Function F auf
diese Form zu bringen, bedarf es nur der leichten Auflösung solcher linearer Gleichungen,
von welcher jede folgende eine Unbekannte weniger enthält. Wenn für mehrere ähnliche
Operationen, wie im Vorhergehenden, der eine Factor derselbe bleibt, wird der erreichte
Vortheil noch wesentlich vermehrt. Es sei
Pm =
P0">=
so dafs
und
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S.
Modiflcation f r den Fall, wo die ganze Function P, nach deren Potenzen entwickelt
wird, lineare Factoren in h herer als der ersten Potenz enth lt.
Das hier gebrauchte Verfahren mufs f r den Fall, dafs P und Pr
einen gemeinschaftlichen Faetor haben, eine wesentliche Modification erleiden.
Es sei P durch die Factoren x—x^ x~x^ etc. respective μ^ μ2, etc.
Mal theilbar, so wird
F = (χ — χ$·*-ι(χ — χύμ*~ι·> · · ·
der gemeinschaftliche Faetor von P und Pr, und setzt man P=F.Q, so
wird Q durch (x — o^), (x — <r2), etc., aber durch jeden dieser linearen
Factoren von F nur einmal theilbar.
Aus der Gleichung
AtP' = B,+ CtP,
folgt, dafs auch alle Gr fsen J?; diesen Faetor F haben. Setzt man daher:
P = F.ft P'^F.ft, Bi^F.Dt,
so hat man
Λ <?i = Di+dQ.
Ist f der Grad von F, so werden Q und (^ vom (n—/*)ten und (n—/—l)ten
Grade; es werden daher AI und C£ als Functionen vom (n—l)ten und
(n — 2)ten Grade nicht mehr mittelst der vorstehenden Gleichung durch Q, Q±
und DI bestimmt, sondern, wenn (-4Z·) und (C7) in der vorstehenden Gleichung
die Functionen vom (n— f— l)ten und (n— f— 2)ten Grade bedeuten, welche
dieser Gleichung gen gen, so kann man zu (A^ und (C/) respective die Aus-
dr cke RiQ und RiQn wo RI eine beliebige Function vom (f— l)ten Grade
Ist der andre Faetor
so setze man in hnlicher Weise
Gm =
so dafs
G(m)+^-Gm = G.
Setzt man
so hat man den Quotienten der Division
_, „ , 0 = /'
und den Best
wie sich unmittelbar aus den vorstehenden Formeln ergiebt.
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ist, hinzuf gen, und
setzen. Nach diesen vorausgeschickten Bemerkungen will ich zeigen, wie man
in dem hier betrachteten Falle aus der Gr fse AI die folgende Αί+ί finden kann.
Die oben gegebene Gleichung
a,· = iCi-}- j;.+ (i-j-l)fif+1
zeigt, dafs die bereits gefundene Function A{ so beschaffen sein mufs, dafs
der Ausdruck at — iCt> — A\ durch F theilbar wird, weil alle Functionen z
durch F theilbar sind. Setzt man in der vorstehenden Gleichung Bi+1 = JFD;+1,
so erh lt man
Aus A+19 Q und Qi erh lt man die Functionen (Ai+1) und (Ci+i) vom
(w — /*— -l)ten und (n— /*— 2)ten Grade, welche der Gleichung
(A
gen gen, und aus diesen:
Ai+1 = (Ji
wo R eine noch zu bestimmende Function des (f — l)ten Grades ist. Die
Bestimmung von R erh lt man daraus, dafs der Ausdruck
durch F theilbar sein mufs. Setzt man
/
so wird der vorstehende Ausdruck, wenn •-r- = Rr,
' rfj7
H = b^-Q.R-QK.
Es kommt daher darauf an, #me Function R vom (f—\}ten Grade so zu bestim-
men, dafs der Ausdruck H durch eine gegebene Function vom ften Grade
F = (x — x^~l (x—x2f~l ...
theilbar wird, deren lineare Factoren die Function Q einmal und nicht
fter theilen.
Soll der Ausdruck H durch (x — x^1^1 theilbar sein, so mufs der-
selbe und seine μλ — 2 ersten Differentialquotienten f r x = xt verschwinden.
Aber in jedem Differentialquotienten von H ist der h chste von R in Q mul-
tiplicirt, welches f r χ = xl verschwindet, so dafs f r χ = χ± in dem
(μι — 2)ten Differentialquotienten von H die Differentialquotienten von R
ebenfalls nur bis zum (μι — 2)ten steigen. Man erh lt daher, indem man H
und seine μλ — 2 ersten Differentialquotienten =0 setzt, nachdem man darin
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den Werth x = x^ substituirt hat,
 1 — l Gleichungen, aus denen man suc-
cessive die Werthe findet, welche R und seine — 2 ersten Differential-
quotienten für = Xt annehmen. Umgekehrt wird H durch (x — a^)"1""1
theilbar, wenn man die Werthe von R und seinen
 1 — 2 ersten Differential-
quotienten auf die angegebene Art bestimmt hat. Ebenso erhält man aus der
Bestimmung, dafs H auch durch (x — o?2)/"2""1 theilbar sein soll, die Bestimmung
der Werthe, welche R und seine
 2 — 2 ersten Differentialquotienten für
xz=x2 annehmen, und ähnliches in Bezug auf jeden der linearen Factoren,
durch deren höhere Potenzen P theilbar ist, und deren um l niedrigere Po-
tenzen die Factoren· von F bilden.
Kennt man auf diese Weise sowohl die Werthe, welche R selbst für
x = x1^ = 2, etc. annimmt, als auch die Werthe, welche seine 1 — 2
ersten Differentialquotienten für x=xL^ seine 2 — 2 ersten Differentialquo-
tienten für x = x2, u. s. f. erhalten, so kennt man auch die Zähler der Partial-
brüche, in welche sich der Bruch
_ß _ _ R _
F (.r— x^-l(x— .sr,)"*-1... '
nach den gewöhnlichen Regeln zerfallen läfst, und erhält durch Multiplication
mit F die gesuchte Function R selber. Hat man R gefunden, so ist der
gesuchte Coefficient <4;+i = (^i/+i)-f RQ vollkommen bestimmt. Man kann
daher auch in dem Falle, dafs das Polynom P gleiche Factoren hat, jeden
Coefficienten der gesuchten Entwicklung des Integrals aus dem unmittelbar
vorhergehenden ableiten, und so aus dem ersten A nach und nach die übri-
gen finden. Die Bestimmung von A ergiebt sich aber daraus, dafs A für
x — : ,
 2 , etc. die Werthe
lf(x}dx, *** f(x}dx, etc.fX
erhält, und dafs von der Function
A — ladx
die —l ersten Differentialqnotienten für # = #!, die
 2 — l ersten für
x=.x^ etc. verschwinden.
Auf ganz ähnliche Art ist das in den im §. 6. behandelten Beispielen an-
gewandte Verfahren, um aus dem ersten Entwicklungscoefficienten die folgenden
abzuleiten, für den Fall, wenn P mehrere gleiche Factoren hat, zu modificiren.
(Berlin im Juli 1847.)
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